Optimisation
Formulaire pour le test du 18.04.07

1 Algorithmes itératifs

Probleme usuel : min  f(z)
(P) |se. zeS={zlglx)>0}
ze A
e notions :
— algo itératif : engendre suite de pts z°,...,2F € R?

— algo de descente si f(zFt1) < f(zF) Vk

— algo globalement convergent si V suite (z¥)zen avec 281 € A(z*), 3 sous-suite (2¥)rer qui converge
vers une solution de (P)

~algo A: X — Y fermé si V (2")reny C X avec 2% — z € X, et V (y¥)ren C A(2") telle que y* — y, on a
y € Az)

e définition d’une fonction de descente : I' C X ensemble de solutions de (P) satisfaisant une CN d’optimum,
A: X — Y algo. Alors Z : X — R continue est une fonction de descente de A pour I’ensemble I' si
—z¢l yeAz) = Z(y) < Z(z),
~zel,yeAlz) = Z(y) < Z(z).

Si f est continue, alors elle peut servir de fonction de descente.

e théoreme de convergence globale : I' et A comme avant, (z*)ycn suite de points avec zF+! € A(xF),
2¥ € K C X compact. Supposons qu'il existe une fonction de descente Z de A pour T, et que A est fermé
hors de I'. Alors toute limite d’une sous-suite de (z¥)gen est dans I

1.1 Meéthode du gradient

Le but est de trouver min{ f(x)} avec x € R™. On suppose f € C! et f(x) — oo si |z| — oco. Algo :
1. choisir 2° et poser k =0
2. chercher oy, tel que f (gk — aka@k)) = ming>o f (gk — an(gk))
3. Tant que Vf(z¥) # 0, poser zFT! = 2F — a, Vf(z*), k = k4 1 et aller & 2.

1.2 Remarques sur la vitesse de convergence

Soit Z la limite d’une suite (z¥)ren engendrée par I'algo A.

2+ — ] -
(i) si klim T - 7|* = a < 1, convergence linéaire de taux a.
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(ii) si cette limite vaut 0, convergence superlinéaire d’ordre v avec v = max{ lim g < oo}.
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(iii) si lim < 00, convergence quadratique.
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1.3 Méthode de Newton

On cherche un minimum de f(x) avec f : R — R de classe C2. Méthode itérative :
1. choisir z° € R, € > 0 et poser k =0
(=)
" (k)
Si f:R™ — R, la condition devient |V f(z*)| > ¢ et litération z¥T! = 2% — H(2¥) "1V f(2F).

2. Tant que |f'(z¥)] > ¢, faire 2*+1 = 2F et poser k =k + 1.



1.4 Meéthodes d’optimisation de fonctions a une variable

Une fonction f: R — R est unimodale sur I'intervalle [a, b] si min, e[, 4{f(7)} > —o0, et si quand T est le min
de f sur [a,b], on a V x1,x2 € [a,b] avec z1 < x2,

e >T = f(.%‘l) < f(a:Q),

o 13 <7 = f(x1) > f(22).
Méthode itérative pour une minimiser une telle fonction :

1. Partir de Iy = [ao, bp] contenant T

2. A partir de I}, = [ag, by] 2 T, calculer aj1, bpt1 avec ay < agt1 < T < b1 < b et [Ipt1] = |bp1—ar+1]| <

’Ik’, Ik+1 C Ik.

3. S’arréter lorsque |by — a| < & donné.
A chaque itération on peut évaluer f en 2 ou 3 nouveaux points. Mieux : on ne prend qu'un seul nouveau point
a chaque itération. Si || = 1, la méthode optimale consiste a choisir I; avec |[1| =1—0 = @ = 0.618.

2 Optimisation sans contraintes

Probleme (P) m]iRn {f(z)}, avec feClou fecC?
zeR™

CN de min local e Vf(z) =0
e H(z) semi-définie positive

CS de min local e Vf(z) =0
e H(z) définie positive

2.1 Méthodes de gradient

On veut trouver mingegn f(z), avec f € C1. Pour cela on a deux méthodes de gradient.

2.1.1 Méthode a pas prédéterminé (Polyak)

1. partir de z° avec ag, a1, ... donnés & 'avance
Viz)
2. tant que "arrét = faux”, poser zFt =2 —qp—"_ et k=k+1
IV £(zh)|
3. arréter quand ”arrét = vrai” (p.ex. max; |%\ < e, ou |Vf(zh)| < e, ou encore | f(zF*1) — f(2¥)] < e).

k

Théoreme de Polyak : Si ap — 0 avec Y - ar — 00 et f € C' convexe, z¥ € S compact Vk, alors on a

convergence vers un z* ou V f(z*) = 0.

2.1.2 Méthode de la plus grande pente
1. choisir 2° et poser k = 0,
2. tant que "arrét = faux”, chercher un ay > 0 tel que f <gk — aka(gk)> = gl;%lf (gk — onf(gk)>, puis
poser zFtt = 2% — ; Vf(2¥) et k =k + 1.

Théoreme : Si f € C! avec f(z) — +oo si |z] — +oo alors Va0 la méthode de la plus grande pente converge
vers un point z* ou V f(z*) = 0.

2.2 Meéthode de directions conjuguées

Définition : Soit Q symétrique, d°, ..., d* sont Q-conjuguées (Q-orthogonales) si d* # 0 Vi et si d'Qd’ = 0 Vi # j.

1. Soit d°, ..., d"* directions Q-conjuguées (d’ # 0)
LR+ —Vf(zF)d*
= d*Qd* -
Vf(zh) = QzF —b

= 2k + apdF ot oy, =



2. suite z* engendrée par cet algorithme converge vers la solution unique z* de Qz = b aprés n étapes
(z* = z")
si f(z) = _Odo + ot oy dv

s _d'h d_ N wn-1 _db i

Théoréme du sous-espace croissant : B¥ sous-espace engendré par les directions d, ...,d* ™! alors z
flz) = %QQQ — bz sur la variété linéaire et sur la droite z = zFt1 + adFt!.

k minimise

2.3 Meéthode du gradient conjugué (cas particulier f(z) = ;zQz — bx)

1. Partir de 2 € R™ et prendre d° = —go =b— Q2" ot Qk = Vf(gk)
g

k

2. g+l —g*d" _ 99
T d*Qd" — d*Qd*
gk+1Qdk gkz+1gk+l

“dFQdF g*gF

= 2% + ayd” olt oy, =

korl — _ngrl +Bkdk ol ﬁk —

3. arrét quand la condition d’arrét est satisfaite(par exemple : gk =0).

2.4 Méthode du gradient conjugué (cas général : f € C?)

(Convergence global car on applique la méthode du gradient a chaque étape)

2.4.1 Algorithme 1

(ne converge pas forcément en n étapes)
1. partir de 29, choisir d° = —QO = —Vf(z0)
2. pour k =0,1,...,n-1 :

k gk
k1l _ ok ko q — 94
oz =zt +opd ol ak = gy
o g = V(aH)
- k+1H k dk
. B k1 ktl k ooy g, — & H@"d®
e sik<n—Tlalorsd™ =—g""" + [rd" ol By = FH@R

3. 20 = 2" et faire 1. tant qu’on n’a pas de condition d’arrét.

Avantage : pas d’optimisation monodimensionelle.
Désavantage : calcul de H(z*) & chaque étape.

2.4.2 Algorithme 2 (Fletcher - Reeves)

1. partir de 2, choisir d° = —go = -V f(z").
2. pour k=0,1,....n-1 :
o zk+1=2zF+apd® (ou f(z* + ard®) = mingsof(z* + ad)).
o "1 =Vf(zk+1)
° sik:<n—1,dk+1 :_gk+1+5kdk Ol\l,ﬁk:%
3. 20 = 2" et aller & 1. tant qu’on n’a pas de condition d’arrét.

Avantage : pas de calcul de H(z¥).
Désavantage : optimisation monodimensionelle.

2.5 Méthode de Newton

£k+1 — gk _ Hfl(gk)vf(gk) fe C?
(convergence quadratique. Si f quadratique, convergence en 1 étape)

3 Optimisation avec contraintes

Probleme : min  f(z)
(P) se. gz) >0
h(z) =0
S = {z|g(z) > 0 et h(z) = 0} f,g9,h € C? au moins




3.1 Méthodes des directions admissibles

1. Partir de z* € S (ensemble des solutions admissibles)

k on cherche une direction d* telle que :

2. Ayant obtenu z
(a) Vf(z")d" <0
(b) Je>0tel que zF +ad* € S (0 < a <)

Déterminer oy, tel que f(z* + ozkdk) = ming<a<cf(zF + ozdk)
Poser zFt1 = 2F + o d”

3. Répéter jusqu’a une condition d’arrét.

3.1.1 Cas particulier : méthode de Zoutendijk

Les contraintes g(z) > 0 deviennent a’xz > b; et on définit I = {a’z = b;}.
Pour trouver une solution admissible en z, on résout :

min f(z)*d (z fixé)
(P) |sc. Vgi(z)d>0 iel(z)
-6 <d; <¢€

di€i=1

3.1.2 Cas des contraintes quelconques

Hypothese : en chaque x, les gradients des contraintes actives sont linéairements indépendantes.

Résoudre :
min €
(P) |sc. Vf(z)d=>e (z fixé)
g(z) + Vg(z)d > —eu onu=(1,..,1)

Si on trouve € < 0, on a une direction d telle que V f(z)d < 0 et g;(z) + Vg;(z)d > 0.

3.2 Méthodes des plans sécants

Hypothéses : S est fermé et convexe, f est convexe (On peut toujours supposer f linéaire).

1. A I’étape k,on a un polyedre Py tel que P, O S et on résout le P.L suivant :

min cx
s.c. z€ Py

2. Soit zF I'optimum de 1. . On a 2 cas :
—~ zF e S, STOP.
— 2% ¢ S, on cherche un hyperplan Hj = {z|a® = b} séparant z* et S, i.e S C {z|a*z < b}, 2F €
{z|d*z > by}, Ppy1 = Py N {z]a*z < by}

3.2.1 Algorithme de Kelley

Hypotheses : g; concaves et donc S = {z|g;(z) > 0,i = 1,...,m} convexe.

1. Soit P polyedre tel que P O S ou cx est borné inférieurement, on résout le P.L suivant :

min cx
sc. z€P

2. Soit z* 'optimum de 1. . On a 2 cas :
- ze S, STOP.
— a* ¢ S, soit i tel que g;(z*) = min;g;(z*) < 0.
P’ = Pn{z|gi(z*) + Vgi(z*)(z — 2*)} et recommencer en 1. avec P = P’.



3.3 Meéthode des pénalités extérieures
Soit uk, k=1,2,... tel que pg > 0 et pgt1 > pux Vk. Soit D(z, ux) = f(z) + pP(z) ou P(x) est la fonction de
pénalité extérieure.

1. k=1, u1 <0

2. Pour chaque k, trouver z*

= argmingD(z, pi).
Tant que 'on a pas une condition d’arrét, choisir ugy1 (ex : pg+1 = auy avec a > 1) et aller en 2.

3.4 Meéthode de barriere(pénalité intérieure)

Hypotheses : S & un intérieur S° # () ”arbitrairement proche de tout point de S”. S est compact et f est supposée
continue.

Soit D(z, pux) = f(x) + M%B(g), ou B(x) est la fonction barriere.
1. k=1, u1 <0

2. Pour chaque k, trouver z*

= argmingegoD(z, py).
Tant que 'on a pas une condition d’arrét, choisir g1 (ex : pgr1 = apy avec a > 1) et aller en 2.

3.5 Meéthodes lagrangiennes
1. Partir de AO >0

2. A Dlétape k, calculer w(A*) = mingea(f(z) — A¥g(x)). Soit 2* = argmin(w(\¥)).

3. —g(z*) est un sous gradient de w(\) en A\*. Soit A1 = argmazy>ow(A) (‘on le trouve & partir de \¥ en
se déplacant dans la direction de —g(z¥)).

4. Si on n’a pas de conditon d’arrét k=k+1 et aller en 2.

3.5.1 Méthode de Danzig

1. A I’étape k ,on a déja introduit les contraintes associées aux points z!, ..., z* et on résoud le P.L suivant :

2. Soit zF*! 1a solution optimale de P(k), alors si :

—si M1 < f(z**1), on cherche un sous gradient v**! de f en z**! et on rajoute la contrainte z <
f(zFTy — A*+1(z — 2*+1) on résoud de nouveau le P.L en 1.
~ si ZFH = f(zM1), STOP.



