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Exercice 1

Les variables de décision sont :
xi = les tonnes de minerais extraits chaque jour dans la mine mi (i ∈ {1, 2, 3}).
xi = les variables d’écart (i ∈ {4, . . . , 8}).

La formulation sous forme standard va être :

max z = 4x1 +5x2 +6x3

s.c. 1.8x1 +2x2 +2.2x3 +x4 = 1800 (capacité max. du local)
x1

80
+x2

90
+ x3

100
+x5 = 10 (horaire max. de la laverie)

x1 +x6 = 200 (rendement max. de m1)
x2 +x7 = 500 (rendement max. de m2)

x3 +x8 = 300 (rendement max. de m3)
xi > 0 ∀ i = 1, . . . , 8

Exercice 2

a) Le problème sous forme standard :

Max z = cx
s.c. Ax = b

x > 0

peut être récrit ainsi sous forme canonique :

Max z = cx

s.c.

(

A
−A

)

x 6

(

b
−b

)

x > 0

En y appliquant la règle de "dualisation" de la forme canonique, on obtient le dual suivant :

Min w = λ

(

b
−b

)

s.c. λ

(

A
−A

)

> c

λ > 0

en écrivant λ = (λ1, λ2) on obtient :

Min w = (λ1 − λ2)b
s.c. (λ1 − λ2)A > c

(λ1, λ2) > 0

finalement en posant λ′ = λ1 − λ2 on obtient le P.L. suivant :

Min w = λ′b
s.c. λ′A > c

λ′ ∈ R
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b) Le Théorème des écarts complémentaires se formule en général :

Soit x solution admissible de (P) et λ solution admissible de (D), alors

x et λ sont optimale ⇐⇒

{

λ(b − Ax) = 0 (1)
(λA − c)x = 0 (2)

Lorsqu’on l’applique au P.L. (sous forme standard) du point a), on remarque que si x est
une solution admissible, alors (1) est toujours satisfaite (car Ax = b), et on a donc que
pour des solutions admissibles x et λ, x et λ sont optimales ⇐⇒ (λA − c)x = 0.

Exercice 3

a) Les solutions optimales primale et duale se lisent dans le tableau optimal. La solution
primale est : x∗

1
= 4/5 et x∗

2
= 7/5 (x∗

3
= x∗

4
= 0, x∗

5
= 49/5). La solution duale est :

λ∗

1
= 2/5, λ∗

2
= 7/10 et λ∗

3
= 0. La valeur de ces solutions est z∗ = w∗ = 37/5.

b) Si un coefficient de c est modifié, la base actuelle reste optimale tant que les coûts réduits
des variables hors base restent non négatifs, c.-à-d. tant que

−γN = c′BB−1N − c′N > 0.

La base (ordonnée) optimale étant B = {a2, a1, a5}, on a

−γN =

(

−γ3

−γ4

)

, c′B =
(

c′
2

c′
1

c′
5

)

, c′N =
(

c′
3

c′
4

)

et

B−1N =





2/5 −3/10 0
−1/5 2/5 0
4/5 −11/10 1









1 0
0 1
0 0



 =





2/5 −3/10
−1/5 2/5
4/5 −11/10



 .

Remarque. La matrice B−1N correspond aux colonnes hors base du tableau optimal.
Si on modifie le coeficient c1 de x1, la base actuelle reste optimale tant que

(

−γ3

−γ4

)

=
(

3 c1 0
)





2/5 −3/10
−1/5 2/5
4/5 −11/10



 −
(

0 0
)

>

(

0
0

)

⇐⇒

{

c1 6 6
c1 > 9/4

Ainsi la base actuelle reste optimale tant que c1 ∈ [9/4, 6].

c) Sous forme standard, la contrainte −x1 + 2x2 6 1 s’écrit −x1 + 2x2 + x6 = 1 avec x6 > 0.
Du tableau optimal, on tire x1 = 4

5
+ 1

5
x3 − 2

5
x4 et x2 = 7

5
− 2

5
x3 + 3

10
x4. Dans la base

B = {1, 2, 5, 6}, la nouvelle contrainte s’écrit donc −x3 + x4 + x6 = −1. En rajoutant cette
équation au tableau optimal du problème on obtient :

T ′ =

−x3 −x4

37/5 2/5 7/10
x2 7/5 2/5 −3/10
x1 4/5 −1/5 2/5
x5 49/5 4/5 −11/10
x6 −1 -1 1

Ce tableau n’est plus admissible mais en appliquant l’algorithme dual du simplexe, on
obtient, après pivotage, le nouveau tableau optimal :
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T ′

opt =

−x6 −x4

7 2/5 11/10
x2 1 2/5 1/10
x1 1 −1/5 1/5
x5 9 4/5 −3/10
x3 1 −1 −1

La nouvelle solution optimale primale est : x∗

1
= 1 et x∗

2
= 1 (x∗

3
= 1, x∗

4
= 0, x∗

5
= 9 et

x∗

6
= 0). La solution optimale duale est : λ∗

1
= 0, λ∗

2
= 11/10, λ∗

3
= 0 et λ∗

4
= 2/5. La valeur

de ces solutions est z∗ = w∗ = 7.

Exercice 4

Pour le système Ax 6 b :







−x1 −2x2 −2x3 −x4 6 −8
x1 −2x2 +x3 +6x4 6 3

2x1 +8x2 +5x3 −3x4 6 28

nous appliquons la méthode d’élimination des variables de Fourier-Motzkin :







x1 > 8 −2x2 −2x3 −x4

x1 6 3 +2x2 −x3 −6x4

x1 6 14 −4x2 −5

2
x3 +3

2
x4

⇐⇒

{

8 −2x2 −2x3 −x4 6 x1 6 3 +2x2 −x3 −6x4

8 −2x2 −2x3 −x4 6 x1 6 14 −4x2 −5

2
x3 +3

2
x4

(1)

=⇒

{

4x2 > 5 −x3 +5x4

4x2 6 12 −x3 +5x4

⇐⇒ 5 −x3 +5x4 6 4x2 6 12 −x3 +5x4 (2)

=⇒ 5 6 12

Cette dernière équation trivialement vérifiée nous indique qu’il existe une solution au système.
Pour en trouver une explicitement, on commence par poser par exemple x3 = x4 = 0, puis on
remonte. On utilise (2), qui nous indique alors que 5 6 4x2 6 12. On choisit par exemple x2 = 2,
et pareil avec les deux équations de (1) pour choisir x1 = 4. On a donc au final la solution
x = (4, 2, 0, 0).
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